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1 Einleitung

Dieser Panikzettel ist tiber die Vorlesung Analysis fiir Informatiker bei Prof. Stamm im Winterse-
mester 2017/18.

Dieser Panikzettel ist Open Source. Wir freuen uns tiber Anmerkungen und Verbesserungsvor-
schldge auf https://git.rwth-aachen.de/philipp.schroer/panikzettel.

2 Grundlagen

Wir werden hier nicht die mathematischen Grundlagen der Vorlesung wiederholen. Induktion,
Rekursion und Zahlen sollten schon verstanden sein. Die wichtigsten Ergebnisse wollen wir aber
trotzdem hier sammeln.

2.1 Formeln und Ungleichungen

Das allgemeine Nullstellenproblem ldsst sich tiber Formeln 16sen:

v —b+/b? —4ac

ax>+bx+c=0 <
2a

Crpxt+g=0 & x:—gi (g)z—q
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Fiir den Binomialkoeffizienten <Z> = :7'_,(), € Qgilt mit k,n € No und k < n:

-
(ki1>+<2) = <":1), falls k > 0
(Z)eJN

Die Binomische Formel fiir n € Ny und a,b € C:

(a+0b)" = i (Z) vk = i <Z> a"kpk

k=0 k=0

Die Geometrische Summenformel ist praktisch. Mit g # 1 und a # b:

n ¢ , qn+1_1 1_qn+1
=14+g+...+ = =
k:ZOq q q 71 g
an+1_bn+1

. kyn—k __
k;)ab =

Die Bernoullische Ungleichung fiir a > —1:

(1+a)">1+na

2.2 Unendlichkeit
Eine Menge M ist genau dann abzihlbar, wenn eine injektive Abbildung ¢ : M — IN existiert.

Wir konnen eine bijektive Abbildung ¢ : N — IN x IN bauen, sodass auch IN x IN abzdhlbar ist.
Also ist eine abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen auch abzdhlbar. Q ist abzdhlbar.

Dagegen ist Pot(IN) iiberabzihlbar, genau wie { 0,1}, die Menge der Abbildungen von N nach
{0,1}.

3 Folgen

Eine reelle Folge ist eine Abbildung IN — R. Wir schreiben auch statt N — R, n +— a, kurz (a,),>1.

Eine Folge ist monoton wachsend, wenn gilt a,1 > a, fiir alle n € IN. Monoton fallend analog
ay+1 < ay. Streng monoton mit jeweils > bzw. <.

Eine Folge ist nach oben beschrinkt, wenn es ein b € R gibt, sodass a4, < b fiir alle n € IN. Nach
unten beschrinkt analog. Monoton wachsende Folgen sind nach unten, monoton fallende nach oben
beschrinkt. Eine Folge ist beschrinkt, wenn es ein b € R gibt, sodass |a,| < b fiir alle n € IN.

Eine Folge heifst konvergent, wenn ein a € R existiert, so dass zu jedem & > 0 ein n( (abhédngig von ¢)
existiert mit
la, —a| < ¢ fur alle n > ng



Dann ist a der Grenzwert der Folge (a,),>1. Eine Nullfolge hat Grenzwert 0. Eine nicht konvergente
Folge ist divergent.

Eine (reelle) Folge hat hochstens einen Grenzwert. Eine konvergente Folge ist (durch den Grenzwert)
beschrankt.

Die Limitenregeln lassen Grenzwerte von konvergenten (!) Folgen zusammenrechnen.
Seien (a,),>1, (bn)n>1 konvergente Folgen mit Grenzwerten a respektive b:

Iim w«-a,=a-a

n—oo

lim a,+b, =a+b

n—oo

Iim a,-b,=a-b

n—oo

lim -2 falls by £0 ¥ € N
n—00 b, b

Die Folge (a,),>1 konvergiert genau dann, wenn (a, — a),>1 eine Nullfolge ist.

Das Sandwich-Lemma: Fiir ein ng € IN:

lim a, = lim ¢, = b, )
n—co n—co — Iimb, =b
ap <b, <c, Vn>ng Il

Niitzliche Aussagen zur Wurzelfunktion:

e Fir g € Rmit |g| < 1ist (§"),>1 eine Nullfolge.
i d hmn*)oo \n/ﬁ - 1.
* Fir g € R mit g > 0 gilt lim, 0 /7 = 1.

Der Satz von L’Hospital erlaubt die Bestimmung von Grenzwerten {iber Ableitungen. Wenn f und g
stetig differenzierbar sind und xh_)rrx10 flx) = xh_)rrgo g(x) = 0 oder xh_)rgclo flx) = xh_g}g g(x) = oo gilt, dann
folgt:
/
lim f(x) = lim f(x)
x=x0 g(x) 7w ¢'(x)

Eine Teilfolge (a;)k>1 zur Folge (a,),>1 wird mit einer streng monoton wachsenden Indexfolge
(ny)k>1 gebaut. Jede Teilfolge konvergiert gegen den Grenzwert der urspriinglichen Folge.

Eine Folge heifst Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng (abhéngig von ¢) gibt, so dass
|am —ay| < e fiir alle m, n > ng

Eine Folge ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn sie konvergiert.

Eine Folge ist bestimmt divergent, wenn es zu jedem b € IR, b > 0 ein ny € IN gibt, so dass a,, > b fiir
alle n > ny. Man schreibt lim,,_,, = 0. Analog fiir —co mit <.



4 Reihen

4.1 Konvergenz

Eine (unendliche) Reihe besteht aus zwei Folgen: Der “inneren Folge” (ay)x>1 und der Partialsum-

menfolge (s,),>1 sodass:
n
ar farallen € N

Sy =
k=1

Wir schreiben auch Y ;7 ; g fiir die Reihe und Y ;7 | ap = limy,—c0 Y f_ 4.
Wir konnen konvergente Reihen zusammen und auseinander ziehen. Mit «, € IR:

lxiﬂzﬂrﬁibk =Y (aar + Bby)
= =1

k=1
Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen: Die Reihe ) ¢ | a; konvergiert genau dann, wenn es zu jedem & > 0
ein np € IN gibt, sodass

n
|Zuk|<s fiir alle n > m > nyg
k=m

Wenn die Reihe ) ;7 ; ax konvergiert, muss auch (ax);>1 eine Nullfolge sein.
Eine Reihe konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen nach oben beschrankt ist.

Das Leibniz-Kriterium hilft bei alternierenden Folgen. Sei (a;)r>1 eine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert Y5> ; (—1)a; und es gilt fiir alle n € IN:

[ee]

[ (=Dfa] < ay
k=n
4.2 Absolute Konvergenz

Starker als normale Konvergenz ist die absolute Konvergenz: Hier muss fir Y 5. ; ax sogar Y 5 1 |ax|
konvergieren.

¢ Eine Reihe, die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, heifdt bedingt konvergent.
* Wenn eine Reihe absolut konvergent ist, ist sie auch konvergent.

Zum Zeigen der absoluten Konvergenz hilft das Majorantenkriterium. Sei } ;7 ; ¢, konvergent. Wenn
lax| < ¢ fur alle k > ng gilt, ist } 5, ax absolut konvergent. Das Gegenstiick, das Minorantenkriterium,
zeigt Divergenz von ) ;°  |ax|, wenn Y ;7 ; ¢; divergent ist.

Alternativ das Quotientenkriterium: Wenn a; # 0 und \“’;—ZW < 1 fir alle k > ng gilt, dann ist Y 52 ; ax

absolut konvergent. Es geht auch: limy_, | ”’;—;1] < 1. Wenn > 1, so folgt Divergenz. Achtung: = 1
sagt nichts aus!

4.3 Die Exponentialfunktion

Man kann die Eulersche Zahl e (e = e! = exp(1)) durch eine Reihe darstellen. Fiir x € IN:

. x
e =exp(x):= ) i



exp(x) fur x € Q ist tiber die tiblichen Potenzgesetze berechenbar: exp(g) = /(exp(p)).

4.4 Grenzwerttabelle

-

Geometrische Reihe Y gt = fur |g] <1
k=0 I—¢
Harmonische Reihe i 1 =0
ik
. . © 1 7

5 Komplexe Zahlen

5.1 Definition und Rechenregeln
Die komplexen Zahlen sind definiertals C = {z =x+iy | x,y € R }.

Fiir z = x + iy € C definieren wir:

Re(z) :=x Im(z) :=y Z:=x—1y

Rechenregeln:

(x+iy) + (u+iv) = (x+u) +i(y +0)
(x+1iy) - (u+iv) = (xu —yov) +i(xv+ yu)

Inverse lassen sich direkt bestimmen:

1y oy
Z_X2+]/2 x2+y2

Fiir die komplexe Konjugation gibt es auch einige weitere Rechenregeln.

1 _ 1 _
x=>(z+2) y=(2-2)
_ o Z z
z+w=z4+w Z-wW=2z-w (—)::
w w
zE:x2+y2

Der Betrag einer komplexen Zahl: |z| := vz -z = \/x2 + y2. Fiir den Betrag gelten die {iblichen
Dreiecksungleichungen.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes Polynom in C auch eine Losung in C.



5.2 Komplexe Folgen und Reihen

Die Definitionen von Abschnitt 2 und Abschnitt 3 lassen sich einfach mithilfe des Betrages fiir
komplexe Zahlen iibertragen. Einige Rechenregeln kann man auch iibernehmen.

Wird die Definition der Exponentialfunktion auf C erweitert, so wird es interessant.

exp(z + ) = exp(z) - exp(w)
exp(z) = exp(z)
lexp(ix)| =1 VxeR

cos(x) := Re(exp(ix)) sin(x) := Im(exp(ix))

Per Definition gilt die Euler-Identitiit:
exp(ix) = cos(x) + i - sin(x)

Einige Rechenregeln fiir Sinus und Cosinus, mit x,y € R:

cos(x + ) = cos(x) - cos(y) — sin(x) -sin(y) sin(x) = cos(x — 1)
sin(x +y) = cos(x) - sin(y) + sm(x) cos(y) sin(x 4+ 77) = —sin(x), sin(x 4 27m) = sin(x)
c0s(21) = cos(x)” —sin(x)’ sin(2k-7) =0, cos((2k+1) - E) =0
sin(2x) = 2sin(x )Cos(x) - 27
1 = cos(x)? + sin(x)? tan(x) = sin(x)
cos(x)
Zur Berechnung von Sinus und Cosinus:
S I T T - - T -
sin(x) 0 : w2 V3 1 V3 W2 : 0
cos(x) | 1 V3 | V2 | 0 -3 | V2| VB -l

6 Reelle Funktionen

6.1 Umgebungen
Eine e-Umgebung um xo € R mit € > 0:
Ue(xp) :={xeR | |x—x0| <€}
= (x0o—¢ xp+¢)
Ein innerer Punkt xo € M von M C R ist ein xy so, dass ein ¢ > 0 existiert mit U.(xo) C M.
Auferdem sei das Innere von M, M, definiert als die Menge der inneren Punkte von M.

M ist offen, wenn alle x € M auch innere Punkte sind (M = ]\71). M ist abgeschlossen, wenn R \ M
offen ist.



6.2 Funktionen
Der Graph einer Funktion f : A — B ist die Menge Gy = { (x, f(x)) [x € A }.

Wir definieren aulerdem Addition und Multiplikation fiir Funktionen.! Sei D C R nicht leer und
f,§:D—=Runda € R.

f+8 x—= f(x)+gx)
af, x—a-(f(x

f& x— f(x)-g(x)
! x f(x) a x x
L _>g(x) falls g(x) #0 Vx €D

Monotonie lédsst sich auf Funktionen tibertragen. f : D — E mit D, E C R ist monoton wachsend,
wenn fiir alle x,y € D mit x < y immer f(x) < f(y) gilt. Monoton fallend analog mit >. Streng
monoton wachsend bzw. fallend analog mit < bzw. >.

Wenn f streng monoton wachsend/fallend ist, dann ist f ! injektiv und ebenfalls streng monoton
wachsend/fallend.

f ist nach oben/unten beschrinkt, wenn f(D) nach oben/unten beschrankt ist.

6.3 Polynome und rationale Funktionen

Eine Funktion p : R — R heifst (reelles) Polynom, wenn es n € INg und ay, ..., a, € R gibt, sodass
n
p(x) =) ax fur alle x € R
k=0

Der Grad n von f erfiillta; =0 Vi > n.

Ein Polynom f vom Grad n hat hochstens n Nullstellen. Beweisidee: Fiir jede Nullstelle o ist (x — )
ein Teiler von f. Es kann nicht mehr als 7 solcher Teiler geben.

Haben wir mindestens n + 1 verschiedene Stellen xy, ..., x,, dann ist das ein Polynom vom Grad
n dadurch eindeutig bestimmt. Anders gesagt: Haben zwei Polynome vom Grad < n mindestens
n + 1 gleiche Werte, so sind die Polynome gleich.

Zwei Wachstumssétze fiir ein Polynom p mit Koeffizienten a;:

* Es gibt ein r € R4, so dass

1

E-an-\x]” <|p(x)| <2-a,-|x|"  furalle |x| >r
* Sei p > 0. Dann gibt es ein M > 0 so dass

lp(x)] < M- |x|" furallex € R, |x| > p

IMehr zu Funktionen als Vektorrdaume im Panikzettel Lineare Algebra.



7 Funktionen: Grenzwerte und Stetigkeit

7.1 Grenzwerte

Sei D C R nicht leer. Dann ist xg € R ein Hiufungspunkt von D, wenn D N (U, (x0) \ { xo }) fiir jedes
p > 0 nicht leer ist. Ist xo € D aber kein Haufungspunkt von D, dann ist x ein isolierter Punkt von
D.

Sei f : D — R und x¢ Haufungspunkt von D. Dann ist L € R der Grenzwert von f fiir x — xp, wenn
|f(x)—L| <e  furallex € Dund |x — x| € (0,6)

mit einem von ¢ abhidngigem ¢ > 0. Man schreibt lim,_,,, f(x) = L.

Grenzwerte von Funktionen kann man auch tiber Folgen beschreiben. Sei L der Grenzwert von f fiir
x — x9. Aquivalent gilt: Fiir jede Folge (x,,),>1 in D \ { xo } mit lim, e x, = L gilt lim,, 0 f(x4) =
L.

Damit erhalten wir auch fiir die Grenzwerte lim,_,y, f(x) = L ¥ und analog fiir Ly:

lim  (af)(x) =alf

X—X0
lim (f +¢)(x) = Ly + Lg
lim (f-g)(x) =Ly Lg

i (D) =

Jim S ; falls Ly # 0

Konvergenz kann es auch nur einseitig geben. Sei xo Haufungspunkt von D N (xg,c0) und ¢ =

1 DA (x0,00)" Wenn lim,_,y, g(x) = L, dann ist f rechtsseitig konvergent gegen L fiir x — xo, geschrieben

lim, |, f(x) = L. Analog linksseitig konvergent als lim,y, f(x) = L mit D N (—o0, xo).

Divergenz geht wieder dhnlich wie bei den Folgen. f ist bestimmt divergent gegen oo, wenn es zu
jedem M > 0 ein R € D gibt, so dass

f(x)>M  firallex >R

Analog fiir —oo. Auch analog fiir rechtsseitige Grenzwerte mit x € D N (xp,4) und a € D N (xg, o),
linksseitige Grenzwerte mit x € D N (b, xp) und b € D N (—00, xp).

7.2 Stetige Funktionen
Stetige Funktionen sind solche, die man “ohne Spriinge in einer Linie” zeichnen kann.
Sei f: D — Rund xg € D.

e Ist xop Hiufungspunkt von D und lim,_,y, f(x) = f(xo), dann heif3t f stetig in x.
¢ Ist xg kein Haufungspunkt von D, so ist f auch stetig in xo.
* f ist stetig auf E C D, wenn f auf jedem x € E stetig ist.

Dass f stetig in x ist, ist dquivalent dazu, dass fiir jede Folge (x),>1 in D mit lim, . x, = xg gilt:

lim f(x,) = f(xo)

n—o0



Seien f : Df — Rund g : Dy — R stetig in xp € D¢ N Dg. Dann sind auch stetig: af, f +¢, f - &
und f/g (wenn g(xg) # 0).

Sei f : Dy — R stetig in xp und g : Dg — R stetig in f(xp). Dann ist g o f stetig in xp.

Polynomfunktionen sind stetig auf R. Rationale Funktionen sind stetig auf ihrem maximalen
Definitionsbereich. exp, sin, cos sind stetig auf IR.

Wenn f stetig in xo € D ist, dann gibt es eine Umgebung U von xo, so dass f|pny beschrénkt ist.

Wenn f stetig und f(x9) > 0 (xp € D) ist, dann existiert eine Umgebung U und ein p > 0, so dass
f(x) > pfurallex e DNU.

Sei f streng monton und stetig. Dann ist auch die Umkehrfunktion f~! stetig.
Sei f : D — R stetig und [a,b] C D. Dann hat f auf [4,b] ein Minimum und ein Maximum.
Zwischenwertsatz. Sei f : D — R stetig und [4,b] C D und a < b.

e Gilt f(a) < 0und f(b) > 0 (oder andersrum), dann existiert ein ¢ € [a,b] mit f(c) = 0.
. [Sei m] = min{ f(x) |x € [a,b] } und M = max{ f(x) | x € [a,b] }. Dann gilt f([a,b]) =
m, M.

Mit dem Zwischenwertsatz kann man zeigen, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades eine
Nullstelle in R hat.

Eine Verfeinerung der Stetigkeit ist die Lipschitz-Stetigkeit. Diese besteht, wenn es eine Konstante
L € Rmit L > 0 gibt, sodass fiir alle x,y € D gilt:

[f(x) = f(y) < Llx -y

8 Differentialrechnung

8.1 Ableitungen

Zunéchst der Differenzenquotient fiir f, xo und h # 0:

f(xo+h) — f(x)
h

Sei f : D — R und x( innerer Punkt von D. f ist in xq differenzierbar, wenn der folgende Grenzwert

existiert:
f(xo+h) — f(xo)
h—0 h

Ebenfalls gibt es einseitige Differenzierbarkeit mit limy,yo (f-(x0)) und limy, o (f1(x0)). f ist differen-
zierbar auf D, wenn f in jedem x¢ € D differenzierbar ist.

Wenn f bei xq differenzierbar ist, dann ist f auch stetig in xy.

f', f"" und so weiter heiflen die Ableitungen einer entsprechend oft differenzierbaren Funktion f.

10



Rechenregeln fiir Differentiation. Mit f, g differenzierbar auf x:

(‘Xf)/(xo) = “f/(xo) Va € R
(f +8) (x0) = f'(x0) + ' (x0)
(f-8) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0)

o f(x0)g(x0) — f(x0)g (x0) N

Diese Regeln kann man leicht zeigen, indem man die Definition der Ableitung einsetzt und dann
die Grenzwertregeln verwendet.

Fiir eine stetige, injektive und differenzierbare Funktion f gilt auflerdem:

1
—1y/ I
Y0 = 7))
8.2 Ableitungstabelle
D f:D—=NR f:D—>R
IR/ falls n € NO
R\ {0}, fallsneZ\Nj x" N
(0,00),  fallsn € R\Z
R exp(x) exp(x)
1
(0/ OO) ln(x) ;
R sin(x) cos(x)
R cos(x) — sin(x)
1
R arctan(x) o

8.3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Wenn f in x ein relatives Extremum hat, dann gilt f/(xo) = 0.

Satz von Rolle. Sei f : [a,b] — R stetig mita < bund f auf (a,b) differenzierbar mit f(a) = f(b) = 0.
Dann existiert mindestens ein xy € (a,b) mit f'(xo) = 0.

Mittelwertsatz. Sei f : [a,b] - Rund a < bund f differenzierbar auf (4, b). Dann existiert mindestens
ein xg € (a,b) mit
rey — £0) = f(a)
f <x0> - b—a

Anders formuliert: Die Steigung der Tangente in xg ist gleich der Steigung der Sekante durch

(a,f(a)) und (b, f(D)).

11



Daraus folgen einige Sitze. Seien I ein Intervall mit [ # @ und f: I — R, g : I — R beide stetig
und auf [ differenzierbar.

Vxel:f(x) =0« JdceR: (f(x)=cVxel)
Vxel:fl(x)=¢'(x) <= FceR: (f(x) =g(x)+c Vx el

f ist monoton wachsend <= fl(x)>0Vxel

f ist monoton fallend <= fl(x)<0Vxel

f ist streng monoton wachsend <= fl(x)>0Vxel
f ist streng monoton fallend <= fl(x)<0Vxel

Endlich konnen wir auch Extrema berechnen.

Sei d > 0so, dass f in Us(xp) \ { 6 } differenzierbar ist.

Vx e LL;(XQ) Vx e U(s(X()) -
mit x > xg mit x < xg
Flx)<0 A f(x)>0
fllx)>0 A f(x)<0

Xp ist strikte lokale Minimalstelle
Xq ist strikte lokale Maximalstelle

Gilt entweder f'(x) > 0 oder f'(x) < 0 fiir alle x € Us(xp) \ { x0 },
dann ist xy keine lokale Extremstelle.

Sei f zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von xy und x innerer Punkt von D.

f'(x0) =0A f"(x0) > 0 = xq ist strikte lokale Maximalstelle
f'(x0) =0A f’(x0) < 0= xq ist strikte lokale Minimalstelle

12



9 Stammfunktionen und Integrale

9.1 Stammfunktionen

Wir definieren Stammfunktionen als die Umkehrung der Ableitung.

F: D — R ist eine Stammfunktion von f, wenn F auf D differenzierbar ist mit F' = f.

Fiir zwei Stammfunktionen F, G von f existiert immer ein ¢ € R, sodass F = G +c.

Fiir stetiges f : I — R mit Stammfunktion F schreiben wir auch | ab f(x)dx := F(b) — F(a) =: F|b.

Wir erhalten Rechenregeln fiir Integrale.

b c
/ﬂf(x)dx—k/bf(x)dx: f(x)dx
/abzxf(x)dx:zx f(x)dx

b b
f(t)-g'(t)dt = (f(t) -g(t))lz — [ fl(t)-g(t)at (partielle Integration)
¢(b)
f(o(t) - ¢'(t)dt = /( ) f(x)dx (Substitutionsregel)
a ¢(a
Fiir die letzten zwei Regeln benétigen wir stetig differenzierbare f, g, ¢. Partielle Integration

entspricht der Produktregel der Differentiation und die Substitutionsregel der Kettenregel.

Das Schreibweise unbestimmtes Integral [ f(x)dx = F(x) bedeutet nicht Gleichheit, sondern nur,
dass fabf(x) dx = F(x)|? gilt.

9.2 Zerlegungssummen

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt fiir stetiges f:

/abf(x) dx = F(a) — F(b) = f(¢) - (b—a)  firein¢ € (a,b)

Das Integral entspricht also dem Flacheninhalt zwischen Funktion und x-Achse ihres Graphen.

Uber diese geometrische Interpretation kénnen wir auch ein Integral direkt berechnen. Dazu wird
die Flache unter der Funktion in viele kleine Rechtecke eingeteilt.

Die Breiten der Rechtecke sind durch eine Zerlegung Z eines Intervalls gegeben. [a,b] wird durch
viele Punkte x; getrennt, wobei xy = 2 und x,, = b.

Die Flache der kleinen Rechtecke wird nun mit obiger Formel bestimmt, wobei fiir ¢ hier zwei
Approximationen verfiigbar sind.
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m; = min f(x) M; = max f(x)

XE[x;_1,%i] X€[x;_1,x]
n n
U(f,z) =y mi-(x—xi1) O(f,Z2) =) M;-(xi — xi1)
i=1 i=1
U(f) = sup U(f, ) U(f) = inf O(£,2)
ZeZ €z
Untersumme Obersumme

Jetzt sind U(f) und O(f) also die besten Anndherungen an die jeweiligen Summen. Genau wenn
nun U(f) = O(f) gilt, nennen wir f integrierbar:

[ Fydx=u(p) = ot

Konvention schreibt fiir 4 < b auflerdem vor:

[ fdx=— [ s ax

9.3 Uneigentliche Integrale

Es gibt zwei Arten von uneigentlichen Integralen: Solche mit unbeschréankten Integrationsintervallen
und solche mit unbeschrénkten Integranden.

Eine stetige Funktion f ist uneigentlich integrierbar, wenn limy_, fub f(x) dx existiert. Wir schreiben

L7 f(x) dx = limy_00 fab f(x) dx. Analoge Definition fiir untere Schranke auf —oo, sowie oben und
unten.

Ist f auf einer Grenze nicht definiert, aber existiert der Grenzwert, so konnen wir auch ein unei-
gentliches Integral aufstellen. Fiir f : (4,b] — R und falls lim, |, | f f(x) dx existiert, ist f tiber (a, b]

uneigentlich integrierbar und man schreibt auch einfach | ub f(x)dx := lim,, [ f f(x)dx. Analoge
Definition fiir oben unbeschréankt.

Also aufpassen: Bei | ab f(x) dx priifen, ob der Integrand an den Grenzen unbeschrankt ist.

9.4 Gewohnliche Differentialgleichungen

9.4.1 Separierbare Gewohnliche Differentialgleichungen

Seien F: I =+ R, g: ] — R stetig.

Eine separierbare gewohnliche Differentialgleichung hat die Form v/ = f(x) - ¢(x).

¢ ist eine Losung der Differentialgleichung, wenn gilt:
¢'(x) = f(x)-g(¢(x))  VxelcCl

Ein Anfangswertproblem fordert zusitzlich yo := y(xo) = ¢(xo) fiir ein xo € I'.
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Losung iiber Umkehrfunktion Wenn g(yo) # 0 gilt, kann man tiber zwei Integrationen und einmal die
Bestimmung der Umkehrfunktion eine Losung bestimmen.

e F:] — R Stammfunktion von f mit F(xg) =0,
e H:J]' — R Stammfunktion von é auf |’ C J,

mit yp € J' und g(y) #0 Yy € J' und H(yy) = 0.
Dann gibt es ein I’ C I mit eindeutiger Losung: ¢(x) = H !(F(x)) V xeI.

9.4.2 Lineare Differentialgleichungen

Seien ] C R, xg € Iund a4,b : I — R stetig.

Homogene Gleichung Inhomogene Gleichung
y'=alx)-y,  y(x) =y y'=a(x)-y+b(x),  y(x) =yo
Losung: Losung:
¢(x) = yo .exp(/xa(t) dt) P(x) = ¢(x) - u(x)
#(x) = exp( | a(t)dr)
u(x) =yo+ x: (I;)((?)dt

10 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Einigen Formalismus fiir Matrizen haben wir schon im Panikzettel Lineare Algebra notiert.
Fiir 2 x 2-Matrizen gilt:

e detA .= ayq - azp — a1 - ajy.
¢ Genau wenn det A # 0 ist A invertierbar und

Al L (a2 -
det A —an1 a

10.1 Kurven

Eine Kurve ist ein Funktion ¢ : I — R" mit ¢4,...,¢, : I = R fiir die Komponenten.

Eine Kurve ist stetig/differenzierbar/stetig differenzierbar, wenn alle ¢; diese Eigenschaft haben.

Die Ableitung der Kurve ¢ ist

¢1(t)

¢ 1 — Rt~ :
Pn(t)

Das Bild ¢(I) = { ¢(t) | t € I } heifdt Spur von ¢.
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10.2 Langenmessung

Als Verallgemeinerung des Absolutbetrags die Norm:

x| := \/x3 + ...+ x2

Fiir die Norm gilt wie fiir den Absolutbetrag:

. x| > 0.
° ||lx[| =0 < x=0.
o lle-xfl = lel - [x]-

llx +y| < |lx|| + ||y|| (Dreiecksungleichung).

Die offene Kugel fiir ein a € R" und r > 0:

Ki(a) :={xeR"||x—a| <r}

Ein U C R" heiflt Umgebung von a, wenn es ein r > 0 gibt, sodass K,(a) C U.

a € M heifst innerer Punkt von M, wenn es eine Umgebung U von a gibt, sodass U C M. M heifst
offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist.

10.3 Stetigkeit

Eine Kurve f ist stetig in a fiir ein a € M, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass

1f(x) = f(@)] <e

10.4 Differentialrechnung
10.4.1 Partielle Differenzierbarkeit

Die Richtungsableitung ist

D, f(a) = lim (F(a+t0) — f(a)

in Richtung v € R"\ {0} von f im Punkt a.

Die partielle Ableitung einer Funktion in einem Punkt ist einfach die Richtungsableitung in Richtung
e;, wobei ¢; ein Einheitsvektor ist. Wir schreiben auch Dy f(a) := 9 = D, f(a).

T Iy

Die Funktionalmatrix/Jacobi-Matrix/Differential von F an der Stelle x, sowie der Gradient:

D f(x):= (D1 f(x) .. Dyf(x)) Vf(a):=D f(a)"

Damit kdnnen wir eine Richtungsableitung auch folgendermafsen berechnen:
D, f(a) =D f(a)-v

Begriffe partiell differenzierbar und stetig partiell differenzierbar analog zu Begriffen in vorherigen
Abschnitten.
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10.4.2 Totale Differenzierbarkeit

f heifst total differenzierbar in a € U (U offen), wenn man f wie folgt darstellen kann:
F(x) = fl@)+ T (x—a) + |x—al - $(x)

Mit einer Matrix T € R™*" und einer stetigen Funktion ¢ : U — R™.

Aquivalent: Es gibt ein T € R"™*", sodass

lim ———(F(x) — f(a) ~ T~ (x —a)) =0

x=a ||x —all

Ist f total differenzierbar in 4, dann ist f auch partiell differenzierbar in a. Aufierdem ist T eindeutig
bestimmt durch:

— (D (@) = Li(a)

ox;
f ist total differenzierbar, wenn f in allen Punkten a € U total differenzierbar ist.
Die Kettenregel:

(D (gof))(a) = (D g)(f(a))- (D f)(a)

9(gof)i f agz af
ox; Z E)xk (a)

Wenn f : U — R" injektiv und stetig diffbar ist, f(U) offen und f~! diffbar, dann gilt:
DfHy)= D@ f(f N~

10.4.3 Der Satz von der Umkehrfunktion

Sei f : M — R" stetig diffbar und a € M so, dass D f(a) invertierbar ist.
Dann existieren offene U C M mita € Uund V C f(M) mit f(a) € V so, dass

e flu: U — V bijektiv ist,
e Firalle x € Uist D f(x) invertierbar,
o (flu)~!ist stetig diffbar,

* DfHy)=DHF W)

10.4.4 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Satz erlaubt das Umstellen von komplizierteren Gleichungssystemen nach bestimmten
Parametern, sodass das System als Nullstellenproblem in einer Umgebung der Losung gelost

werden kann:
/()0 = 1)

Hier wurde nach x aufgelost, sodass y als g(x) dargestellt wird.

Sei unsere Umgebung nun um c. Wir setzen Dy f als die Jacobi-Matrix mit Spalten fiir Parameter,
nach denen aufgelost wird, sowie D, f analog fiir implizit dargestellte Parameter.

Voraussetzungen:
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f: M — R™" ist stetig diffbar,
* fle) =0,
* (Dy f)(c) ist invertierbar (bspw. tiber det(D,, f)(c) # 0 zeigen).

Dann sagt der Satz iiber implizite Funktionen: Es gibt ein ¢ : U — V mit U Umgebung von a, V
Umgebung von f(a), gegeben durch die Ableitung;:

(Dg)(x) =— ((Dy f) <g(xx))>_l ' <(Dx f) <g(xx)>)

10.5 Gewdhnliche Differentialgleichungen: Existenz und Eindeutigkeit

Ein System von n gewdhnlichen Differentialgleichungen mit D C R x R" offen und f : D — R™:
y' = fxy).
Eine Losung ist eine Kurve ¢ : [ — R" mit:

e ¢ ist diffbar,
e (x,¢(x))eD Vxel,
e f(x,¢(x)) €D Vxel

Wir haben nur einen Satz zur Existenz von Losungen:

Wenn f stetig ist und alle partiellen Ableitungen % existieren und stetig sind, dann hat jedes
]

Anfangswertproblem eine eindeutige Losung auf einem passenden Intervall.
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