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1 Einleitung

Dieser Panikzettel ist {iber die Vorlesung Numerisches Rechnen. Er basiert auf dem Foliensatz von
Prof. Dr. Martin Grepl aus dem Wintersemester 17/18.

Dieser Panikzettel ist Open Source. Wir freuen uns tiber Anmerkungen und Verbesserungsvor-
schldge auf https://git.rwth-aachen.de/philipp.schroer/panikzettel.

2 Fehleranalyse: Kondition, Rundungsfehler, Stabilitat

2.1 Kondition

Der absolute Fehler in Daten x und gestorten Daten ¥ ist ||Ay|| := ||¥ — x||. Der relative Fehler ist

Al
by 1= 1l
x (]l

Fiir eine Funktion f ist der Fehler in den Ausgabedaten § = f(%).

Mit Kondition ist meist die relative Kondition gemeint: g—-‘i. Diese beschreibt die Sensitivitit des Problems
1yl

bei Stérungen in den Eingabedaten. Die absolute Kondition ist TS|

konditioniert ist, wenn seine Kondition klein (< 1) ist.

. Wir sagen, dass ein Problem gut

Als Approximation (iiber Taylorentwicklung 1. Ordnung) an die Kondition benutzen wir die

Konditionszahl.
, x
x PR—
f'(x) 16

Krel (X) 1=
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2.2 Gleitpunktdarstellung

Da die Menge der Reellen Zahlen nicht im Computer darstellbar jstlCitation needed] anproximieren
wir diese durch Maschinenzahlen.

m .
M(b,m,r,R) = { + Zdibe”
i=1

rgegR,OSdi<b}

* Relative Maschinengenauigkeit: eps := # =inf{d>0|fl(1+4)>1}
* Die betragsmifig kleinste Zahl (s 0): xyun = b1
* Die betragsmiflig grofite Zahl: xyax = (1 — b~")bR
Fiir IEEE Double-precision floating point-Zahlen ist eps = 2.2204 x 10~1°.
Die Abbildung fl : R — M(b, m, r, R) rundet. Es gilt fl(x) = x(1 + ) fiir ein |J| < eps.

Fiir Multiplikation und Division von Maschinenzahlen ist k. < 1. Diese Operationen sind also
immer gut konditioniert. Bei Addition und Subtraktion gilt dagegen ., > 1, wenn das Ergebnis
gegen Null geht.

2.3 Stabilitat

Stabile Algorithmen erzeugen Fehler nur in der Gréflenordnung des Fehlers, der durch die Kondition
des Problems unvermeidbar ist.

Ein riickwiirts stabiles Verfahren f, das eine Funktion f approximiert, gibt die exakte Antwort auf
eine nahezu richtige Frage: Fiir alle x € X gilt

f(x) = f(X) fiir ein & mit Ix = %] = O(eps).
)
Dann wissen wir: /01l (ﬁc}(_xj;ﬁx)” = O(x(x)eps).

2.4 Taylorentwicklung

Funktionen lassen sich als die Taylorentwicklung darstellen. Fiir ein ¢ zwischen x und xg ist

n=1 ¢(i)(y , (n)
f(X) — ;} f (' 0) (x—XO)l +f (C) (x_xO)n‘

1 n!

Somit ldsst sich eine Funktion f durch das sogenannte Taylorpolynom n-ten Grades approximieren:

i

n_ g(i) .
Pn(x) _ Zof (!XO) (x B xO)Z

3 Lineare Gleichungssysteme, direkte Losungsverfahren

3.1 Kondition und Stdrungssatze

Die Konditionszahl einer Matrix ist k(A) | = || Al | A=Y bzgl. der ||-||-Norm.



Fiir ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit Storung in b bzw. in A und b gilt:

|AD|
1]l
[Ax]] _ x(A) (IIAAII n IIAbH)

= 1= (aylaal \ Al e

<x(A)

3.2 LR-Zerlegung (GauB-Elimination)

Bei der Gauf3-Elimination wird eine Matrix und die zugehdrige rechte Seite durch elementare Zeilen-
transformationen in rechte obere Dreiecksform gebracht, die anschlieffend durch Riickwértseinsetzen
einfach gelost werden kann.

Bei der LR-Zerlegung werden diese Zeilentransformationen zusétzlich in einer Matrix L gespeichert.
So wird A € R"" in A = LR zerlegt. L ist eine normierte linke untere und R eine rechte obere
Dreiecksmatrix.

Etwa ist [, = @, also der Faktor mit dem man Zeile 1 von Zeile 2 subtrahiert, um A1 zu
, Anp ;

eliminieren.
So konnen wir Ax = b tiber Ly = b und Rx = y 16sen.

Um die Kondition des Problems zu verbessern, konnen wir mit Diagonalmatrix Dy dquilibieren. Wir
teilen jede Zeile durch ihre Betragssumme. Das gibt uns die minimale Konditionszahl beziiglich der
co-Norm.

Die LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung ist eine Zerlegung PA = LR mit einer Permutationsmatrix
P. P entsteht, indem in jeder Spalte das betragsgrofite Element als Pivotelement wahlt und dafiir die
Matrixzeilen vertauscht. Dies ist notig, da sonst das Pivotelement verschwinden kénnte (Division
durch null!) und es ist sowieso gut fiir Stabilitat.

3.3 Cholesky-Zerlegung (LDLT-Zerlegung)

Fiir symmetrisch positiv definite Matrix A € R"*" k-1
P . dkk:akk_ZZZ'd"
existiert eine Zerlegung . * k,j*i
]:
A=LDL" k=1
i = (“zxk =Y lijdjjlj | /dik
j=1

wobei L eine normierte linke untere Dreiecksma-
trix und D eine Diagonalmatrix ist.

Zur Berechnung lauft man einfach durch die Spalten und berechnet dy1,/51,.... Auch cool: Ist
d;; > 0 fiir alle i und L normierte Dreiecksmatrix, dann ist A symmetrisch positiv definit! Cholesky
kann also erst angewandt werden und dann das Ergebnis auf Giiltigkeit gepriift werden.



Fiir n = 3 ergibt sich beispielsweise

1 dij 1 by I3
LDLT = [h; 1 d2» 1 I3
l3; 3o 1 dzz3 1
din Ir1d11 I31d1,1
= | badi 131d11 + d22 Lalzidin + 3odop

adin balsadiy +ladoy 13,d11 + oo + dss

3.4 QR-Zerlegung

Bei der QR-Zerlegung wird eine Matrix A durch orthogonale Transformationen QT in rechte obere
Dreiecksform gebracht. Rechte obere Dreiecksform bedeutet, dass die ersten k Spalten von R den
selben Raum wie die ersten k Einheitsvektoren aufspannen. Es geht also bei der QR-Zerlegung
darum, durch orthogonale Transformationen den Raum, der von den ersten k Spalten von A
aufgespannt wird, in die von den ersten k Einheitvektoren aufgespannte Hyperebene abzubilden.

Da orthogonale Transformationen genau Kombinationen von Rotationen und Spiegelungen sind,
ergeben sich folgende drei Optionen fiir die Transformationen.

3.4.1 Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Ausfiihrlich erkldrt in unserem Panikzettel zu Lineare Algebra. Dieses Verfahren ist nicht stabil.

3.4.2 Givens-Rotation

Die Givens-Rotationsmatrix G; rotiert in der x;-x;-Ebene die Matrix A so, dass in G; A der Eintrag
an Position k, i Null wird.

Gii = ¢ = Gkk, Gix = s und Gi; = —s. Dazu Einsen auf die Diagonale und sonst Nullen.
1
1 0 A
c 0---0s r::I:H( l’l>
0 1 0 Aki /ll,
Gik = S Ajj
0 10 ¢=
—-s0---0c . Ar
‘ g = k,i
0 " r

1

Wir wenden also diese Rotationsmatrizen auf alle Elemente unterhalb der Diagonalen von A an,
sodass wir eine QR-Zerlegung fiir A erhalten:

R=...Gy3...G1pA bzw. A=G{,...G}5...R
N’

N——
QT Q
Q wird nie explizit berechnet. Zur Losung von QRx = b: Berechne y = ... Gz3... G12b und 16se

Rx = y durch Riickwirtseinsetzen.
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3.4.3 Householder-Transformation

Die Householder-Transformation entspricht Spiegelungen. Die Householder-Matrix Q, spiegelt an
der zu v orthogonalen Hyperebene (v ist Normalenvektor).

T
00
Qv:I—zﬁ

voT ist eine Dyade. vTv ist ein Skalar zur richtigen Skalierung. Die 2 taucht auf, weil man ja nicht
genau einmal den Normalenvektor in die Hyperebene, sondern genau zwei mal den Normalenvektor
durch (auf die andere Seite) der Hyperebene will.

Die folgenden Eigenschaften sind schon zu beweisen:

e Orthogonalitit: Q; 1 = QY. * Quy=y<ylo=0.

* Selbstinverse: Q2 = I. Urspriinglicher und gespiegelter Punkt sind
Zweimalige Spiegelung ergibt den wur- nur identisch, wenn der Punkt in der Spie-
spriinglichen Punkt. gelebene liegt.

* Q= Qpu R\ {0}. e Q,u=—0.

Skalierung des Normalenvektors &ndert Spiegelung des Normalenvektors vertauscht
nicht die Spiegelebene. das Vorzeichen.

Mit Householder schauen wir uns immer die erste Spalte 4; an und spiegeln die auf die Ebene zum
Einheitsvektor e;. Danach wiederholen wir das Gleiche auf der Teilmatrix A ohne erste Zeile und
Spalte (in den Q, fiigen wir passen Nullen ein).

U =a1+ sign(al,l)HalHel

Mit Q; als Q, mit v fiir Teilmatrix 7 ist dann die QR-Zerlegung;:

Qu-1---QQ1A=Rbzw. A =Q[Q; ...Q; 1R =QR

Ubrigens ist allgemeiner v = a; =+ ||a;||e; moglich, aber wir mochten Ausléschung vermeiden.

4 Lineare Ausgleichsrechnung

Bei einem Linearen Ausgleichsproblem wollen wir ein tiberbestimmtes LGS so 16sen, dass der Fehler
moglichst klein ist. Fiir A € R"*"™ und b € R" mit m < n suchen wir x*:

x* = argmin||Ax — b||
xeR™

Im Folgenden werden wir annehmen, dass es sich bei der gewéhlten Norm um die 2-Norm handelt,
da das Problem sonst nicht eindeutig losbar ist.

Geometrische Vorstellung: Wir wollen x* so, dass das Residuum r = b — Ax* orthogonal auf Ax*
steht, denn dann wird » am kleinsten.



Fir die Kondition des Problems gilt mit cos® = HIILIXZC\’\;HZ und x(A) =

max||y|—1 || Ax[|2 .
min |y —[[Ax|[|2 "

2= _ xa(A) 5= bll
x|~ cos® bl
A-A
< (k2(A) +x2(A)? ta1f1®)|||AH2Hz

4.1 Normalengleichungen

Mit der Losung von Normalengleichungen lasst sich das Problem auf einfache LGS zurtickfiihren:

(ATA) = ATp

Es gibt immer eine Losung. Sie ist genau dann eindeutig, wenn A vollen Rang hat.

Ausgleichsrechnung iiber Normalengleichungen ist allerdings numerisch instabil.

4.2 QR-Zerlegung

Ein numerisch stabiles Verfahren zur Losung des Linearen Ausgleichsproblems ergibt sich mithilfe
der QR-Zerlegung.

A

R

Sei eine QR-Zerlegung gegeben mit Q € R"*" und R = < 0

> € R"™™ wobei R € R™*™, Weil

orthogonale Projektionen die 2-Norm nicht dndern, gilt:

x* = argmin||Ax — b||, = argmin
xeR™ xeR™

—

I . b N .5 A . . R
Berechnen wir b € R" mit QTb = <r> , konnen wir Rx* = b durch Riickwiértseinsetzen 16sen. Dann

ist auch die Norm des Residuums durch ||r||> gegeben.

4.3 Singuldrwertzerlegung (SVD)
Die Singuliirwertzerlegung einer Matrix A € R™™ ist A = UZVT.

Dabei sind U € R und V € R™ "™ orthogonalen Matrizen und ¥~ € R"*" Diagonalmatrix.
Die nicht-null Eintrdge von X heifien Singuldrwerte von A, die Spalten von U heifien Linkssin-
guldrvektoren, die Spalten von V heifien Rechtssinguldrvektoren.

SVD gibt die Pseudoinverse At := VETU! mit =+ der Diagonalmatrix, die die invertierten
Singuldrwerte von A enthalt.

Auch damit kdnnen wir das Lineare Ausgleichsproblem stabil 16sen:

x*=A%'h = x* = argmin||Ax — b||
xeR™

Sind die Singuldrvektoren nach betragsméfsiiger Grofse geordnet, ergibt sich die Losung mit kleinster
2-Norm.



5 Nichtlineare Gleichungssysteme

5.1 Fixpunktiteration
Fiir eine Funktion ® : R” — R” heifit x € R” Fixpunkt von ® gdw. ®(x) = x.
Damit die Fixpunktiteration auf ® funktioniert, muss gelten:

¢ Selbstabbildung auf einem kompaktem E C R": & : E — E.
e Kontraktion: |®(x) — ®(y)| < L|x —y|| fur alle x,y € Emit L < 1.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gilt dann: ® hat einen eindeutigen Fixpunkt x* € E und die
Fixpunktiteration x't1 = ®(x’) konvergiert fiir alle x° € E.

Fehlerabschédtzungen:
k *
|2 —x*|| < T 1 [x! =%  bzw. log ((1 —L) H’é’{:iou) /log(L) <k (a priori)
|k — 2% < -1 [k — 21 (a posteriori)

Das Nullstellenproblem f(x*) = 0 ist dquivalent zum Fixpunktproblem
¥ =P(x*) mit D(x) :=x — My f(x)

und mit einer Matrix M,+, die in einer Umgebung von x* invertierbar ist.

5.2 Newton-Verfahren

Es sei F : R" — IR” stetig differenzierbar. Beim (klassischen) Newton-Verfahren 16sen wir in jedem
Schritt:

F'(xF) (6 —xF) = —F(x%) bzw. 1 = x — (F/(xF) 71 F(xF)

s ist die Schrittweite (x**1 = x* + s*). Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch.

Das vereinfachte Newton-Verfahren verwendet statt F'(x¥) einfach F/(x°) in jedem Schritt, d.h. die
Iteration ist gegeben durch:
P = 2 () F(Y)

Dabei geht quadratische Konvergenz verloren, aber iiber LR-Zerlegung gewinnen wir Effizienz (in
F'(x0) (x*+1 — x¥) = —F(x¥) wiederholen sich linke Seiten).

6 Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Beim nichtlinearen Ausgleichsproblem sucht man fiir eine (nicht unbedingt lineare) Funktion F : R" —
R™ ein x* sodass

x* = argmin||F(x)||,.
xeR"



6.1 GauB-Newton-Verfahren
Die lineare Approximation von F(x) ist F(x*) + F/(x¥)(x — x*) (Taylor-Entwicklung).
Das Gauf$-Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration, bei der F(x) linear approximiert wird:
1 = arg mmHF( By 4+ F (x5 (x — 29|
—— ——
2 b =A =gk
In jedem Schritt wird also ein lineares Ausgleichsproblem arg min  p. || As* — b]|2 gelost.

Wenn F’(x) vollen Rang hat, kénnen wir auch schreiben (iiber Normalengleichung):

W = o (B (TE () P () TR

6.2 Bonus: Newton-Verfahren
Eigentlich nur hier zum Vergleich der Gaufi-Newton-Fixpunktiteration mit der Newton-Iteration.

Wir wissen, dass gilt:

1 1
x* = argmin||F(x)||» = argminEHF(x)H% = argmin EP(x)T - F(x)

xelR” x€R" xeR"

¢(x) := 1F(x)T - F(x) hat an einer Stelle x* ein lokales Minimum genau wenn V¢(x*) = 0 und
wenn ¢ (x*) symmetrisch positiv definit ist. Also konnte man mit dem Newton-Verfahren eine
Nullstelle von V¢(x) bestimmen:

A = — (¢ () TV ()
= — (F/(x")TF (x +EF YE!(x9) TV (x")

héssliche Summe

Die héssliche Summe wird beim Gaufi-Newton-Verfahren ignoriert.

6.3 Levenberg-Marquardt-Verfahren

Das Levenberg-Marquardt-Verfahren ist eine Modifikation des Gaufs-Newton-Verfahrens, bei dem bei
der Berechnung der Schrittweite s* = xf*1 — x* ein Dampfungsfaktor u > 0 eingefiigt wird:

1~k k
s = argmin(||F/(x*)s + F(x") |3 + 1%||s||3) = argmin || (F ; )> - (F(x )> Il
B S ) 0

immer voller
Rang

Als Fixpunktiteration:

L =k — (F/()TF (&%) 4+ 121) 7 - F((F)F (oK)



7 Interpolation

Den Raum der Polynome vom Grad n bezeichnen wir als IT,, und deren Elemente als P,(x). Wir
haben Daten (z.B. Messwerte) (x;, f(x;) = y;), i € {0,...,n} gegeben und wollen diese durch ein
Polynom P, (x) darstellen: Es soll also P, (x;) = y; fiir alle i gelten. Ein solches Polynom existiert

immer eindeutig.

7.1 Lagrange-Polynominterpolation

Die Lagrange-Fundamentalpolynome ¢;(x) bilden eine Orthogonalbasis von IT,,:

nx— 1, fallsi=j
E,-(x) = H X~ % , dafir gﬂt El(x]) = (51] = ’ ars l ]
k0 Xi = Xk 0, fallsi # j

i

Dann ist das Lagrange-Interpolationspolynom:

n

Pn(f|x0, .. .,xn) = Zf(x])éj = Pn(x)
j=0
7.2 Auswertung des Polynoms durch das Neville-Aitken-Schema

Wir wollen nun den Wert unseres Interpolationspolynoms an einer festen Stelle x auswerten, ohne
das Polynom explizit aufzustellen und dann erst auszuwerten.

Wir definieren:
Pi,k = P(f|xl-,k, ey xl-)(x),
also insbesondere

Py = P(f|xi)(x) = f(x;) und Py, = P(f|xo,...,xs)(x)

Das Neville-Aitken-Schema berechnet P, (f|xo, ..., Xs)(x) = Py, rekursiv:

Py P P
xo | f(xo)
Py = f(xi) x1 | f(x1) Pis
X —x x2 | f(x2) Po1 Pap
Py =Pix_1+ ———(Pijy—1— Pi_1p—1) . .
Xi— Xi_k

o | Ft) oo Pun

7.3 Berechnung der Potenzform iiber ein LGS

Wir kénnen das Interpolationspolynom P, (x) auch iiber das folgende LGS bestimmen, welches
wegen der Vandermode-Matrix im Allgemeinen ldcherlich schlecht konditioniert ist:

1 xp x3 xp ao Yo
1 2 n
xp x2 ... xt) \ay, Yn

-~
Vandermonde-Matrix V;,

10



7.4 Auswertung der Potenzform mit dem Horner-Schema

Falls die Potenzform des Polynoms P, (x) vorliegt, kann diese durch geschickte Klammerung schnell
(etwa halber Rechenaufwand) fiir ein x ausgewertet werden.

ag+mx+...+ax" =ap+x-(ag+x-(ax+x-(...x (a1 +xa,)...)))

7.5 Newtonsche Interpolationsformel

Sei P(f|xo,...,xn—1) gegeben und wir wollen nun mit moglichst wenig Aufwand P(f|xo, ..., xs)
berechnen.
Es gilt:

P(f|xo,...,xn)(x) = P(f|x0, .-, Xp—1)(x) + n(x — x0) - - (x — 1)

Korrekturterm

mit &, der Koeffizient der hochsten Potenz x", bzw. [xo, ..., x,]f weil der Koeffizient eben von
Xo, - .., X, abhdngt:
f(xﬂ> - P(f’x()/ .. -;xn—l)(xn)
Op =1 X0, -+, Xu|f =t
n =[x nlf (xp —x0) .. (X — Xp—1)

So lasst sich auch von einer einzigen Stiitzstelle (z.B. P(f|xo)) aus das gesamte Interpolationspoly-
nom P(f|xo,...,x,) rekursiv bestimmen. Wir erhalten die Newtonsche Interpolationsformel:

P(f[xo,-..,xn)(x) = [x0]f + (x — x0) - [x0, 21] f
+ (x — x0)(x — x1) - [x0, X1, X2] f
+...

+(x—x0) - (x —xy_1) - [X0,-.., Xn|f

Die sich wiederholenden Polynome w;(x) bilden die Newtonsche Basis von I1,,:

wo =1, wy = (x — xp), ceey Wy = (x—x0)...(x—x,-1)

Fiir die Newtonsche Interpolationsformel haben wir das rekursive Schema der dividierten Differenzen
fiir verschiedene Stiitzstellen x;, ..., xx:

| [xi]f [xi, xi1]f [Xi, Xit1, Xito]f
S L,
[xi/ .., xk]f _ [xi+ll sy xk]f — ['x:l'I ceey xk*l]f X [xl]f 0,1 > [x0/ X, x2]f
Xk — Xi > [xq,x0f
x| [x]f

7.6 Fehlerabschatzung

Der Fehler der Polynominterpolation P, (f|xo, ..., x,)(x) zur interpolierten Funktion f(x), auf dem
Intervall [a, b], kann abgeschitzt werden durch:

£ (@)

() = Pa()] < feonsa ()] max =35

11



8 Numerische Differentiation

Wir reduzieren die numerische Differentiation auf Polynominterpolation: Die abzuleitende Funk-
tion wird erst durch ein Polynom interpoliert. Das Interpolationspolynom kann dann leicht
abgeleitet werden. Die n-te Ableitung eines Polynoms ist n! - (Koeffizient n). Bei der Newton-
Interpolationsformel ist dieser n-te Koeffizient genau [xo, . .., x,]f. Wir erhalten:

fM(x) =~ P(flxo,...,xa) "™ (x) =n!-[xo,...,%:]f

Spezialfalle fiir dquidistante Sttitzstellen x; = xo +j - h und x € [xo, X,

g f) — £

£1(x) ~ o, .
f(x) = 2! [x0, 11, %] f

_ f(x2) =2 f(x1) + f(x0)
h2

Fehler ¢ in den Daten, |f(y) — f(y)| < ¢, kénnen zu Ausloschung fiihren. Fiir die zweite Ableitung
mit dquidistanten Stiitzstellen mit Differenzenquotienten:
~ 4-¢
1 " 2
f-fls 5 ¢

S~~~ Diskretisierungsfehler
Rundungsfehler

Die Fehlerschranke wird fiir # = /4 - ¢ /¢ minimal.

9 Numerische Integration

Der Ansatz bei der numerischen Integration ist einfach: Das Integral [ ab f(x)dx wird in Teilstiicke
aufgeteilt und dann werden diese Teilintegrale mithilfe einer einfach integrierbaren Funktion
approximiert.

Formal teilen wir also das Intervall [a, b] in Teilintervalle [t;_1, t;] auf und approximieren f durch
ein g fiir jedes Intervall:

tx

/f dx—ztklf deZ et

9.1 Kondition

Zunéchst die Kondition der Integration mit Approximation. Wir approximieren f durch f.

I:/abf(x)dx T:/abf(x)dx

Dann gilt: [T — I| < (b —a)|f — f||e- Also ist die Kondition:

=T _ S lldx [If = Flls
1| Hff x)dx||  Iflle

Krel
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9.2 Quadraturformeln

Eine Approximation einer Funktion f mit Stellen xo, ..., x, € [¢,d] zur Integration wird Quadratur-
formel genannt:

L(f) = /CdP(f|x0,...,xm)(x) dx

Ist f ein Polynom mit Grad < m, dann gibt die Quadraturformel ein exaktes Ergebnis.

In die Quadraturformeln wird nun die Definition des Lagrange-Integrationspolynoms eingesetzt.
Ein wenig Umformen ergibt die folgenden Formeln. Sei dazu h = d —c.

" 1 M x—x
Ln(f) =1} cif (x)) cj = */ [T — dx
— hJe oo Xj — Xk
=0 Kz
—_——
ljm(x)

Die Lagrange-Fundamentalpolynome ¢;,, sind nur von den Stiitzstellen, aber nicht von den Funkti-
onswerten abhingig.

9.3 Newton-Cotes-Formeln
Wir setzen die Stiitzstellen dquidistant mit der Form:

m=20 m >0
Xo=c+ih xj=c+Llh

Man erhélt dann die Newton-Cotes-Formeln mit normierten Stiitzstellen ¢; und Gewichten ¢;. Die
Gewichte sind unabhéngig vom Intervall [c, d].

In(f) = h ic;f(c e
L

m 3 d In(f) = J! f(x)dx
0 | Mittelpunktsregel : 1 — 53 (g)

1 Trapezregel 0,1 1.3 L AR(S)

2 | Simpson-Regel 0,31 1,41 = (%h)Sf(‘L)(g)
S| bRl obB1 | LRRE | AWTYE
4| MineRegel [0,1,3,31| 5,222 72| & (1n) fO)

Man beachte, dass der Exaktheitsgrad der Newton-Cotes-Formeln immer ungerade ist, d.h. entweder
m oder m + 1.

Mit der Integralaufteilung, die in der Kapiteleinleitung beschrieben wurde, erhalten wir die sum-

mierten Newton-Cotes-Formeln. Jetzt ist h = %

/bf(x)dx ~ kihicjf(a+(k—1)h+§jh)
a =1 j=0

=
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9.4 GauB-Quadratur

Die Gauf-Quadratur erreicht einen Exaktheitsgrad von 2m + 1, also hat doppelt so hohen Exaktheits-
grad wie benotigte Funktionsauswertungen.

Es existieren Stiitzstellen xo, ..., x,; € (c,d) (offenes Intervall!) und positive Gewichte wy, . . ., Wy,
so dass mit h = d — ¢ gilt:

m d
Y wif () = / F(x)dx + Ef(x)
i=0 c

Dabei ist E¢(h) der Fehler mit passendem ¢ € [c,d]. Fiir f € Ty, ist E¢(h) = 0.

14
|Ef(h)| = ((Zm:En;)—;;ZZ)r;q+3) Hme ‘f(2m+3)(§)‘

Wir schreiben auch I , fiir die Approximation des Integrals mit n Teilintervallen der Lange 2 = h,
wobei in jedem Teilintervall die Gauf-Quadratur auf k = m + 1 Stiitzstellen angewandt wird.

Fiir den kleinsten Fehler: Mehr oder weniger Teilintervalle fiir grofiere Préazision? Fiir Iy, und Ii o,
wird die Anzahl der Funktionsauswertungen verdoppelt im Vergleich zu I; ,. AufSerdem kann man
herausfinden, dass |I — Iy ,| < |I — Ix2,|- Also wird in der Praxis oft n klein gewdahlt, oft auch
n=1
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10 Lineare Gleichungssysteme: lterative Losungsverfahren

Fiir diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme eignen sich iterative Losungsverfahren. Dazu wird die
folgende Fixpunktiteration durchgefiihrt, wobei A~! durch C gut appproximiert wird.

= ¥k C(b — AxK)
Die Iteration konvergiert, wenn fiir den Spektralradius p(I — CA) < 1 gilt. Der Spektralradius p(A)

ist der Betrag des betragsmafiig grofiten Eigenwerts von A.

Da p(A) < ||A]| fiir jede Vektornorm-induzierte Matrixnorm ||-|| ist, konvergiert die Iteration also
insbesondere, wenn ||A|| < 1 fiir eine beliebige Matrixnorm ||-|| ist.

Im Folgenden sei die Zerlegung A = D — L — U, wobei D nur Eintrdge auf, L unterhalb und U
oberhalb der Diagonalen enthalten.

10.1 Jacobi-Verfahren
Beim Jacobi-Verfahren ist C = D1,

Fiir Konvergenz reicht das starke Zeilensummenkriterium (bzw. Spaltensummenkriterium):
E|Aij|<‘Aii| ViE{l,...,Tl}
j=1
j#i

10.2 GauB-Seidel-Verfahren

Beim Gauf-Seidel-Verfahren ist C = (D — L)~!. Konvergenz ist wie beim Jacobi-Verfahren.

i—1 n
k1 1 g okl ok
;=4 <bz ) ai Xj Y. 4 xj)
=1

j=it1

D1 L u

10.3 SOR-Verfahren

Beim Successive Over-Relaxation (SOR)-Verfahren ist C = (3D — L)~ fiir ein w € (0,2).

i—1 n
k41 _ ok 1, k1 ok
i =X tw-a (bl )4 X; ). 4 xj)
j=1

j=it1

D1 L u
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